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摘要: 为了充分揭示碰摩转子系统复杂的非线性动力学行为, 将多初始点分岔分析方法应用于碰摩转子—

轴承系统的研究当中。通过对给定参数下转子系统响应的数值模拟, 发现了比单初始点算法更加丰富的非线

性现象, 在一定的参数范围内该碰摩转子系统有多吸引子共存, 并对解的演化过程进行了研究, 结果很好地

解释了碰摩转子系统中一些复杂的非线性现象。
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Study of the Non l inear Behav ior of a Rotor-Bear ing System
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Abstract: W ith a view to observe the comp lex ity non linear phenom ena of a ro to r2bearing

system w ith rub2impact, the m ulti2in itial condition bifurcation analysis m ethod w as used in the

study. A nd more abundan t non linear phenom ena w ere found than that of the single in itial po in t

in tegration m ethod by the num erical sim ulation of the rub2impact ro to r2bearing system in defin ite

param eters. It w as show n that m ultip le attracto rs coex isted in a range of param eters. M eanw h ile

the so lution variation w as also studied, w h ich effectively exp lained the comp lex non linear

phenom ena of the ro to r2bearing system s.
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　　非线性系统的运动情况比较复杂, 目前在航

空、电力等领域的转子系统的研究当中一般采用

的都是用单初始点数值算法[1～ 3 ]。文献 [ 4 ] 在研

究非线性系统问题时提出了多初始点分岔分析方

法, 并用这种方法对Holm es2D uffing 方程进行了

研究。非线性系统在一定参数范围内状态空间存

在着多吸引子共存现象, 从不同的初始点出发系

统稳态响应会产生不同的运动过程。对非线性系



统中出现的一些复杂现象如果能从理论上给以解

释, 在非线性系统的研究当中非常重要, 可以通

过控制避免某些运动现象的发生。

转子与静子的碰摩是旋转机械的常见故障,

在航空发动机事故当中, 碰摩占的比例较大。文

献 [ 5, 6 ] 利用数值积分法对转子碰摩时的振动

特性进行了分析, 但对一些非线性现象还没有从

理论上深入分析。本文以碰摩转子系统为研究对

象,用多初始点分叉分析方法对该系统进行研究,

以揭示一些复杂的非线性现象。

1　运动微分方程

　　所研究模型为一刚性支承的简化 Jeffco tt 转

子—轴承系统, 如图 1所示。两端由相同的油膜

轴承支承, O 1 为轴瓦几何中心, O 2 为转子几何中

心, O 3 为转子质心, kc为定子刚度, k 为弹性轴刚

度, c1 为转子圆盘阻尼, c2 为转子在轴承处结构阻

尼。在转盘处的等效集中质量为m 2, 转子在轴承

处集中质量为m 1, 转子与轴承之间为无质量弹性

轴。

图 1　碰摩转子—轴承系统力学模型

F ig. 1　M odel of the ro to r2bearing system

w ith rub2impact

1. 1　轴承油膜力

　　在短轴承假设条件下无量纲雷诺方程为[7 ]:

R
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　　由上式可得无量纲油膜压力为:
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　　无量刚非线性油膜力最终可以表示为:
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其中: D 为轴承直径, L 为轴承长度。

1. 2　碰摩力

　　为了研究方便, 假定转子与静子部件的碰撞

为弹性碰撞, 变形为弹性变形, 碰摩为局部碰摩。

在此假设条件下, 转子局部碰摩力模型如图 2所

示。图 2中 PN 为径向碰撞力, P T 为切向摩擦力,

Υ为碰摩点的法向与 x 轴的夹角。Ξ为转子转动
角速度, e为转子轴心位移。

图 2　碰摩转子系统局部碰摩力模型

F ig. 2　M echan icalM odel of the ro to r system

w ith rub2impact

假定定子径向变形为线性变形, 转子与定子

间的摩擦符合库仑摩擦定律, 摩擦系数为 f , 并设

静止时转子与定子之间的间隙为∆0。碰撞发生时,

其正向碰摩力 PN 与切向摩擦力 P T 分解在 x - y

坐标系可以表示为:

P x

P y

= -
(e - ∆0) kc

e

1 - f

f 1

x

y
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(e≥ ∆0)

　　设无量纲位移 x
δ= x öc, y

δ= y öc, c轴承中油膜

平均厚度。则碰摩力在 x , y 方向上相对于无量纲

位移 xδ, yδ的表达式为:

P xδ

P yδ
= -

c (e - ∆0) kc

e

1 - f

f 1

xδ

yδ

(e≥ ∆0)

及 P x = P y = 0　　 (e < ∆0)

1. 3　运动微分方程

　　设无量纲时间 Σ= Ξt,无量纲位移 x = X öc,是

实际位移与 c之比。转子左端的径向无量纲位移

为 x 1, y 1, 圆盘处的径向无量纲位移为 x 2, y 2。则

转子系统的无量纲运动微分方程可以表示为:

xβ1 = - Ν1xα1 - Γ1 (x 1 - x 2) +

　　 ∆P
cm 1Ξ2 f x + bδcosΣ

yβ1 = - Ν1yα1 - Γ1 (y 1 - y 2) +

　 ∆P
cm 1Ξ2 f y + bδsinΣ- G

xβ2 = - Ν2xα2 - Γ2 (x 2 - x 1) +
P x (x 2, y 2)

cm 2Ξ2

yβ2 = - Ν2yα2 - Γ2 (y 2 - y 1) +

　　　
P y (x 2, y 2)

cm 2Ξ2 - G

式中: f x , f y 为无量纲非线性油膜力, ∆为

Somm erfeld 修正数, ∆= (ΛΞRL öP ) (R öc) 2 (L ö

2R ) 2, Λ为润滑油粘度, P 为转子重量的一半, Ν1

= c1öm 1Ξ, Γ1= köm 1Ξ2, Ν2= c2öm 2Ξ, Γ2= 2köm 2Ξ2,

G = g öcΞ2 为无量纲外载荷, 无量纲偏心 bδ= böc, b

为转子实际偏心量。

2　数值模拟分析

　　为深入了解转子非线性现象的变化过程, 本

研究中用多初始点分析方法对碰摩转子系统响应

进行研究, 采用描述非线性现象的分岔图和

Poincare截面图等方法数值研究激励频率变化对

转子系统动特性的影响。

2. 1　多初始点的选取

　　对非线性系统的数值研究中, 单初始点分岔
分析方法能够跟踪系统响应的某一解枝, 对多吸
引子共存系统的研究有其缺陷性。本文用多初始
点分岔分析方法求解去发现转子系统一些新的非
线性现象。设 {x 1, xα1, y 1, yα1, ⋯, x n, xαn, y n,

yαn}T 是系统的 2n维相空间,先用单点延拓法沿某

一参数区间积分, 求出各参数响应的最大值和最
小值, 就得到了系统响应的 2n维相空间。然后将
每维状态变量响应区间 k 等分, 则状态空间分成

k
2n个子空间, 以每个子空间的中心为初始点, 这
样就形成了 k

2n个初始相点。本文所研究的是 8维
转子—轴承系统, 将每维二等分共设 256个初始
相点。

2. 2　激励频率变化时系统响应研究

　　取 b= 0105 mm , m 1= 410 kg, m 2= 3211 kg,

R = 25mm , L = 12 mm , c= 0111 mm , Λ= 01018

Pa·s, Ξ= 900 radös, f = 011, c1= 1050 N·söm ,

c2= 2100 N·söm , kp = 215×107 N öm , 用单点延

拓法得到激励频率 Ξ变化时系统的响应区间: x 1

∈ (- 110, 014) , y 1∈ (- 110, 019) , x 2∈ (-

111, 017) , y 2∈ (- 115, 016) , xα1∈ (- 015,

017) , yα1∈ (- 019, 012) , xα2∈ (- 012, 014) ,

yα2∈ (- 019, 012) , 这样由 8维向量构成转子系

统响应的相空间 {x 1, xα1, y 1, yα1, x 2, xα2, y 2,

yα2}T。鉴于系统的强非线性特点, 用R unge2Kutta

法对系统进行数值研究。图 3是用多初始点分岔

分析方法得到的转子系统响应 x 2 随激励频率 Ξ
变化的分岔图, 表现出丰富的非线性现象。

图 3　系统响应 x 1 随 Ξ变化的分岔图

F ig. 3　B ifurcation of the system response x 1 w ith

the variation of Ξ

激励频率在 (200, 700125) radös时系统响应

为 P - 1解。随着转速的提高, 在 Ξ大于 700125

radös时系统响应由倍周期分叉演变为周期 2 运

动。图 4 是 Ξ 等于 800 radös 时系统响应的

Poincare截面图和幅值谱图, 其中吸引子图 4 (a)

由两个孤立相点组成, 图 4 (b) 中有 1倍频和 1ö
2倍频, 即此时转子系统处于周期 2运动状态, 从

任意初始点出发系统稳态相应都重合, 该组合参

数下系统有一个吸引子。随着 Ξ的增加和倍周期
分叉的进行, 系统响应依次在Ξ为 849175 radös,

907125 radös, 930125 radös和 936 radös出现 P
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- 4、P - 8、P - 16 周期运动和混沌运动。图 5

(a) 和 (b) 分别是 Ξ为 1000 radös时碰摩转子系

统响应的 Poincare 截面图和幅值谱图, 其中

Poincare截面吸引子由几个小岛组成, 谱图中有

连续谱成分, 系统处于混沌运动状态。由于从任

意初始点出发系统稳态响应的 Poincare截面吸引

子形状和幅值相同, 有相同的吸引子, 在该组合

参数下系统有一个吸引子。在 Ξ大于 1050 radös

时系统响应由倒分叉演变为周期运动。激励频率

低于 115913 radös时, 从任意初始点出发转子系

统响应的吸引子都重合,在相空间有一个吸引子。

图 4　Ξ等于 800 radös时转子系统响应

F ig. 4　System response of the ro to r2bearing system

w hen Ξ equal to 800 radös

图 5　Ξ等于 1000 radös时转子系统的响应

F ig. 5　System response of the ro to r2bearing system

w hen Ξ equal to 1000 radös

在激励频率 Ξ大于 115913 radös时相空间出

现了多吸引子共存现象。在 Ξ为 1160 radös时从

27 个初始点出发系统响应的 Poincare 截面图重

合, 如图 6 (a) , 是周期 2吸引子, 从另外 228个

初始点出发系统响应的 Poincare截面图重合, 是

周期 8吸引子, 如图 6 (b) 所示, 所以在该组合

参数下系统存在两个吸引子: 周期 2吸引子和周

期 8吸引子。为研究方便, 这里把该周期 8吸引

子所在解枝为解枝 1, 上述周ö期 2吸引子所在解

枝为解枝 2。在激励频率为 1300 radös时, 从 162

个初始点出发系统响应的吸引子重合, 如图 6

(c) , 另外 94个初始点出发系统稳态响应重合如

图 6 (d) 所示, 在上述条件下, 系统相空间有两

个吸引子: 拟周期吸引子和周期 2吸引子。激励

频率继续增加时, 解枝 1经倒分叉最后演变为周

期 2, 稳态解为解枝 1的初始点数在逐渐减少, 在

Ξ为 143015 radös时较少为零。多初始点分岔分

析方法属于全局分岔分析范畴, 这些初始点均匀

分布在相空间,每一个初始点代表一个子吸引域,

到达各解枝的初始点的多少意味着相应参数下该

解枝吸引子吸引域的大小, 所以在 Ξ为 143015

radös时解枝 1的吸引域消失。与此同时, 稳态解

在解枝 2上的初始点数在逐渐增加, 吸引域逐渐

增大, 解枝 2经先经倍分叉演变为混沌运动, 然

后由倒分叉演变为周期 1运动, 在Ξ为 (143015,

1495) radös时从任意初始点出发系统稳态响应

都落在解枝 2上, 呈 P - 1运动, 整个相空间都是

解枝 2的吸引域, 即在区间 (143015, 1495) radö

s只有周期 1吸引子。

图 6　不同转速下系统响应的 Poincare截面图

F ig. 6　Poincare sections of the system response

at differen t ro tating speed

图 7　Ξ为 1500 radös时转子系统响应的

Poincare截面图

F ig. 7　Poincare sections of the system response

at Ξ= 1500 radös

激励频率在区间 (1495, 169215) radös, 系

统响应相空间又有多吸引子共存。Ξ在 1500 radö

s 时, 从 208 个初始点出发系统稳态响应的

Poincare截面图重合, 如图 7 (a) 所示, 是一封闭
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曲线, 在该组合参数下系统响应为拟周期; 从另

外 48个初始点出发系统响应的吸引子重合, 如图

7 (b) 所示, 在上述初始条件下系统响应为周期

1。即在激励频率为 1500 radös时相空间有两个吸

引子: 周期 1吸引子和拟周期吸引子。由于周期

1解所在解枝是解枝 2, 这里把拟周期解所在解枝

称为解枝 3。随着激励频率的增加, 稳态响应落在

解枝 3的初始点数在增加, 解枝 2的初始点在相

应减少, 在激励频率在 Ξ大于 169215 radös时解

枝 2的初始点数变为零, 即其吸引域消失, 在区

间 (169215, 2000) radös整个相空间是解枝 3的

吸引域, 转子系统在做拟周期运动。

3　碰摩转子系统非线性运动机理

　　对于一个 n自由度非线性动力系统, 研究过

程中可以看作是在 2n+ 1维状态空间中进行分析

研究, 包括 2n 维相空间和 1 维参数空间, 如下

{x 1, xα1, y 1, yα1, , ⋯, x n, xαn, y n, yαn, Α}T , 其

中 x n 和 xαn 分别是位移和速度, Α为系统响应的参
变量, 在上述研究中的参变量为激励频率 Ξ。

图 8　系统响应随 Ξ变化的分岔图

F ig. 8　B ifurcation of the system response w ith

the variation of Ξ

图 8是用延拓法得到系统响应随激励频率变

化的分叉图, 与多点分岔图 3的比较可发现在区

间 (115913, 143015) 和 (1495, 169215) 二者

有较大的区别。在区间 (200, 115913) radös时碰

摩转子系统相空间只有解枝 1的吸引域, 选取的

初始点肯定在解枝 1的吸引域内, 在延拓法求解

时系统稳态响应沿解枝 1发生非线性变化。在区

间 (115913, 143015) radös时, 系统响应相空间

有两个吸引子的吸引域, 解枝 1和解枝 2的吸引

域。随着参变量 Ξ的增加, 解枝 1的吸引域在减

小, 在解枝 2的吸引域在逐渐增大。在用延拓法

求解时其初始点是上次积分的稳态解, 仍在解枝

1的吸引域中, 此时虽然解枝 1和解枝 2的吸引

域同时存在, 只要解枝 1的吸引域不消失, 图 8中

系统响应一直沿着解枝 1发生非线性演变。在区

间 (143015, 1495) radös时解枝 1的吸引域消失,

相空间只有解枝 2的吸引域。在延拓法求解时初

始点虽然在解枝 1的吸引域中, 但系统稳态响应

只沿着解枝 2 发生非线性演变。在区间 (1495,

169215) radös又有多吸引子共存现象, 解枝 2和

解枝 3的吸引域共存, 用延拓法求解时初始点在

解枝 2的吸引域中, 在激励频率增加时转子系统

响应相应地沿着解枝 2发生非线性的演变, 直到

工作转速大于 169215 radös时解枝 2的吸引域消

失, 系统稳态响应才沿着解枝 3进行非线性的演

变。

4　结　论

　　在对碰摩转子系统的非线性动力学研究中,

应用多初始点分岔分析方法可对系统做更全面的

分析, 发现非线性系统中更多可能的运动, 包括

多吸引子共存等非线性现象, 还能对系统相空间

中的吸引域的演化规律进行研究。研究还发现,碰

摩转子系统中多吸引子共存时, 系统稳态响应取

决于初始点的选取和初始点所在吸引域的存在,

当初始点确定以后, 系统稳态响应会在初始点所

在的吸引域发生非线性的演变, 一直到该吸引域

消失才会在另一个吸引域进行非线性变化, 这也

是一般非线性系统发生跳变、激变等现象的原因。
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